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Exercice 1 Soit À une matrice carrée de taille n à coefficients dans C, ||A|| 
la norme opérateur de À construite à partir de la norme hermitienne de C", et 
p(A* À) le rayon spectral de A* À (c’est-à-dire le maximum des modules des 
valeurs propres de A* A). Montrer que ||A|| = 4/p(A* À). 

[nd. : on pourra commencer par prouver que |[u* o u|| = [[ul|? quel que soit 
l’endomorphisme u.] 


Solution : Soit u l’endomorphisme de C” de matrice À dans la base cano- 
nique. L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire 


u(a) = (u(z)lu(x) 
IQQu* ou)(æ)læ)| < [lu ou(æ)|l.lell < Ilu* o ul] rl? 
d'où [ulP? < [lu* ou| < |ju*||||ul| = [lul|?, et par conséquent 


Ilu* o ul] = lulf?. 


L'endomorphisme u* ou est hermitien car (u*ou)* = u* ou, et d’après le cours 


(Question ??) : [[u* ou|| = p(u*ou) = p(A* À). En remplaçant, on trouve 
bien ||u|[? = p(4* À), soit ||A]| = /p(A* À) 
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